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Aula 1

Apresentacao da disciplina. Inicio do capitulo 1: Experiéncia aleatéria, espago
de resultados, acontecimento. Realizacio de acontecimento. Algebra de

acontecimentos. Axiomatica de Kolmogorov. Propriedades da probabilidade.
Exemplo. Interpretagoes do conceito de probabilidade. Regras de contagem:
arranjos, combinagoes e permutagoes. A regra fundamental da contagem.

Aula 2

Aula 3

Esquema hipergeométrico e esquema binomial de amostragem. Nocao de
probabilidade condicionada. Exemplo. Regra da multiplicacdo das

probabilidades. Particdo do espaco de resultados. Teorema da probabilidade
total.

Teorema de Bayes. Independéncia.

Aula 4

Inicio do Capitulo 2: variavel aleatoria, defini¢ido e exemplos. Func¢ao de
distribuicao. Propriedades.
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Probabhilidade Condicional: Exercicios



Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

2.13 Uma bolsa contém moedas de prata e cobre em igual nimero. Extrai-se ao acaso e
sem reposicao duas moedas. Calcule a probabilidade de que:
(a) Asegunda moeda extraida seja de prata, sabendo que a primeira era de cobre.
(b) Sala uma moeda de prata na 22 tiragem.
(c) Uma e uma s6 das moedas seja de prata.
(d) Pelo menos uma das moedas seja de cobre.




Exercicio 2.13: Diagrama em Arvore

Probabilidades
Condicionais

Probabilidades
simples (3 priori) " DA@nL
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n=n°de moedas de prata=n°de
moedas de cobre

Experiéncia Aleatoria: Extracdo
a0 acaso e sem reposicao de duas
moedas

Acontecimentos:

P1/P2 = Moeda de prata na 1% extracao / Moeda de prata na 2?2 extracao

C1/C2 = Moeda de cobre na 1% extracao / Moeda de prata na 22 extracao




Exercicio 2.13 (a)

n =n°de moedas de prata = n° de moedas de cobre

Experiéncia Aleatoria: Extracdo ao acaso e sem reposicdo de
duas moedas

P(P2|C1) =n/(n+n-1) =n/(2n-1)

Acontecimentos:

P2 = Moeda de prata na 2° extracao
C1=Moeda de cobre na 1% extracao




Exercicio 2.13 (h)

n =n°de moedas de prata = n° de moedas de cobre

Experiéncia Aleatoria: Extracdo ao acaso e sem reposicdo de
duas moedas

P(P2) = P(P2|C1)P(C1) + P(P2|P1)P(P1)
Acontecimentos: =n/(2n-1)xn/(2n) +(n-1)/(2n-1) x n/(2n)=1/2 |

P1/P2 = Moeda de prata na 1% extracao / Moeda de prata na 22 extragao

C1/C2 = Moeda de cobre na 1% extragcao / Moeda de prata na 2% extragao




Exercicio 2.13 (c)

n =n° de moedas de prata = n° de moedas de cobre
Extracao ao acaso e sem reposi¢ao de duas moedas
P = Moeda de prata

C =Moeda de cobre
P(ANB)=P(4|B)xP(B)=P(B|A)xP(4)

P(“uma e uma so seja de prata”) = P(“de sair uma de prata na
segunda tiragem e cobre na primeira”) + P(“de sair cobre na segunda
tiragem e prata na primeira”) = P(C1P2) + P(P1C2) =

= P(P2|C1)xP(C1) + P(C2|P1)xP(P1) = n/(2n-1)x(n/2n) + n/(2n-1) X(n/2n)

=2x[n/(2n-1)%(n/2n)] =n/(2n-1)




Exercicio 2.13 (d)

n =n° de moedas de prata = n° de moedas de cobre
Extracao ao acaso e sem reposi¢ao de duas moedas
P = Moeda de prata

C =Moeda de cobre P(ANB)=P(A|B)xP(B)=P(B|A)xP(A)

Y
P(“pelo menos uma das moedas seja cobre”) = P(C1C2) + P(C1P2) + P(P1C2)

= P(C2|C1)xP(C1) + P(P2|C1)xP(C1) + P(C2|P1) xP(P1)
= [(n-1)/(2n-1)]x(n/2n) + [n/(2n-1)]%(n/2n) + [n/(2n-1)]*(n/2n)
=1/2[(n-1+n+n)/(2n-1)] = 1/2[(3n-1)/(2n-1)] =(3n-1)/(4n-2)




Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

2.14 Uma urna contém 5 bolas brancas e 5 bolas pretas. Dois jogadores, A e B, tiram
alternadamente e um de cada de vez uma bola da urna. O jogador que tirar a
primeira bola branca ganha a partida.

(a) Considere a experiéncia aleatéria associada a este jogo e escreva o correspon-
dente espaco de resultados.

(b) Calcule a probabilidade de cada jogador ganhar a partida sabendo que o jogador
A é o primeiro a tirar a bola de urna.

(¢) Responda novamente as alineas (a) e (b) mas agora considerando que as bolas
sdo extraidas com reposicao.




Exercicio 2.14 (a): Probabilidade Condicional

» Experiéncia aleatéria
Seleccdo sEM reposicdo de bolas de uma urna com 5 bolas brancas (B) e 5 bolas pretas (P) até que saia

a la. bola branca.

» Espaco de resultados

1 é um conjunto FINITO!

* Obs.
B=B; [bola branca a 1a. extracgao]

PB=PNB, [bola preta a 1a. extraccdo e bola branca a 2a. extraccéo]




Exercicio 2.14 (b): Probahilidade Condicional

* Eventos
Eys = jogador A ganhar sabendo que A iniciou o jogo
= {B,PPB,PPPPB]}

Egp = jogador B ganhar sabendo que A iniciou o jogo
- E, {PB, PPPB, PPPPPB}

* Prob. pedidas
Atente-se que
P(Ey4) = P(B)+P(PPB)+ P[PPPPB] eventos disjuntos, J.]

onde

P(B)= no. casos favordvels a B [probabilidade cldssica de Laplace]

no. casos possiveis
_ 5 bolas brancas
10 bolas




Exercicio 2.14 (b): Probabilidade
Conjunta/Composta/Intersecao

P(PPB)=P(P1nP:nBs) l

= P(P1) % P(Pz| P1) x P[B3 | (P1n P2)]
[leilprobabi]_idade composta,brobabi]idade condicionadal

5 5-1 5
107 10-110-2  P(ANB)=P(A|B)xP(B)=P(B|A)xP(4)
5

36

P(PPPPRB)=P(Pin PN P3N PsnBs)

[lei probabilidade compostal

5 5-1 5-2 5-3 5
= — X 4 4 x

10 10-1 10-2 10-3 10-4
5
T 252"

PAAin Ao NAzn.__ NAy) =P(A1) *x P(A2|A1) * P(As | AinA2) * .. xP(Aa| AN Ao NAsnN.__ N Ani)




Exercicio 2.14 (b): Probahilidade Conjunta

Logo

P(Ea) L
4 2736 252
83
126
P(Eg)

= 1-P(Ey)




Exercicio 2.14 (c): Acontecimentos Independentes

* Experiéncia aleatéria
Seleccdo COM reposicio de bolas de uma urna com 5 bolas brancas (B) e 5 bolas pretas (P) até que saia
a la. bola branca.
+ Espaco de resultados As extracGes com reposicédo sdo
Q= (B,PB,PPB, PPPB,PPPPB, PPPPPB,...} SUEFUES AT EES
(1 é um conjunto INIFINITO NUMERAVEL!

+ Eventos
oo RPPRAPEER- pesairbola preta)= P(sair bola branca) =510 = 112
Egp = E;

* Prob. pedidas

Para ja,
P(E4)=P(B)+P(PPB)+ P(PPPPBL]+ . [eventos disjuntos,...
Ora,
P(B) = 5 bolas brancas
B 10 bolas




Exercicio 2.14 (c): Acontecimentos Independentes

e, por lidarmos com uma extrac¢do COM reposigdo, temos

P(PPB) = P(P,n P, Bs)

= P(Py) % P(P5 | Py) % P[B3 | (Py N Py)] [lei probabilidade composta, ...]
5 5 5 W

1010 “10  Os acontecimentos 4 e B sdo independentes sse P(4 N B) = P(4) x P(B)
1 3
“(e]

P(PPPPB)= P(P;n PN P3N PyNBs)

=... [lei probabilidade composta, ...]

Logo IIIIIIIIIIIIIIIII

+oo 1] 2i+1
P(Ep=Y 5]




Exercicio 2.14 (c): Acontecimentos Independentes

Comentirio

Uma vez que P(E4) > P(Eg) (b) e (c), concluimos que hd sempre vantagem em jogar em lo. lugar
quer se faca reposicdo, quer néo.



2.16 A execucdo de um projecto de construgao de um edificio no tempo programado esta
relacionada com os seguintes acontecimentos:

E = “escavacido executada a tempo" Exercicio Suplementar que n&o consta
do livro Murteira et al (2015)

F= "fundacoes executadas a tempo”
S= "superestrutura executada a tempo”

supostos independentes e com probabilidades iguais a, respectivamente, 0.8, 0.7 e 0.9.
Calcule a probabilidade de:

(a) O edificio ser terminado no tempo previsto, devido ao cumprimento dos prazos
nas trés actividades referidas.

(b) O prazo de execugio ser cumprido para a escavacdo e nao ser cumprido em pelo

menos uma das outras actividades.
'm




Exercicio 2.16 (a)

Acontecimentos:

E = “escavagao executada a tempo”
F = “fundagoOes executadas a tempo”
S = “superestrutura executada a tempo”

Definigao 1.6 (Acontecimentos independentes). A, B C {1 dizem-se independentes sse

P(AN B) = P(A) x P(B).

Acontecimentos independentes
P(E)=0,8

Propriedades Se A, B C {] independentes, entao

1. A, B sao independentes,

2. A, B sao independentes,
P(F)=0,7

3. A, B sao independentes.

P(S)=0,9

P(“Construcao do edificio terminou no tempo previsto”) = P(E)xP(F)xP(S) = 0,504




Exercicio 2.16 (h)

P(“O prazo de execugao ser cumprido para a escavagao e nao ser cumprido em pelo
menos uma das outras atividades”)

= P(E) xP(~F) xP(S) + P(E) xP(F) xP(~S) + P(E) XP(~F) xP(~S)

= 0,8%0,3%0,9 + 0,8%0,7x0,1 + 0,8x0,3x0,1 = 0,296

Definigao 1.6 (Acontecimentos independentes). A, B C € dizem-se independentes sse

P(AN B) = P(A) x P(B).

Propriedades Se A, B C {} independentes, entao
1. A. B sao independentes,
2. A, B sao independentes,
3. A, B sao independentes.
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Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes



Definicao de Particao

Diz-se que os acontecimentos 4,,4,,...,4  constituem uma parti¢ao de Q se e so se:

— A4.4,,...,4 sdo mutuamente incompativeis, isto €,
4 mAj =, L j=L2,..mi#j;
- 4dudu.ud =Q.




Teorema/Lei da Probabilidade Total

Se A1, Ao,. ..., An definem uma parti¢ao sobre Q, entdo para qualquer B definido em Q
temos:

P(B)= FZ:‘P[B|A,.]>< P(A) =P[B|AI]>< P(A)+ P[B|A2]>< P(A)+..+ P[B|An]xP(An)

Se a parti¢ao é A, 4 , entdo tem-se o caso especial

P(B)=P(B|A)P(A)+P(B| 4)P(4)




Teorema de Bayes
(ou Teorema da Probabilidade Inversa)

Se 41, 4a....., An definem uma particao sobre Q. entdo para qualquer B definido em Q
temos:

PIA[6]- P[BIAT<P(A) _ P(B|4,)P(4,) 12
ip[ﬂmxpm} P(B|4)P(A4)+..+P(B|4,)P(4,) 7

\ Teorema da Probabilidade Total

Quando a parti¢ao de 4 € 4 . tem-se o caso especial

P(B|A)P(4)

P(A|3)=P(BlA)P(A)+p(B|Z)P(2)'




Teorema de Bayes: Exemplo

Seja P(M|S) = P(S|M)P(M)
M = doenc¢a meningite P(S)
1 Probabilidade S = dor no pescogo =0,5*(1/50000) = 0,0002
condicional
\ Um Doutor sabe: q 1/20
) N P(S|M)=0.5 A probabilidade de uma pessoa ter
Probabilidades | | P(M)=1/50000 meningite dado que ela esta com
a priori _ dor no pescoco € 0,02% ou ainda 1
" P(S)=1/20 em 5000.
® https://www.dei.isep.ipp.pt/~csr/SP/SP-Bayes.ppt

o
9, o



https://www.dei.isep.ipp.pt/~csr/SP/SP-Bayes.ppt
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Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes: Exercicios



Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

2.18 Um gedlogo cré que existe petréleo numa certa regiao com probabilidade 0.8 e que,
caso haja petrdleo, a probabilidade de sair petrdleo na primeira perfuracao é de 0.5.
(a) Qual a probabilidade de sair petroleo na primeira perfuracao?

(b) Tendo-se procedido a primeira perfuracao da qual nao resultou petréleo, qual
é a nova probabilidade atribuida & existéncia de petrdleo na regiao?




Exercicio 2.18 (a): Lei da Probahilidade Total

E = {existe petréleo} P(E)=0.8 P

P = {sair petr6leo na primeira perfuragio} P(P)=?

P(P|E)=05
P(P|E)=0

* Prob. pedida
Os acontecimentos E e E constituem uma partigao do espago de resultados Q.
Tirando partido desta particao e da lei da probabilidade total, tem-se:

P(P) P(P|E) x P(E)+ P(P | E) x P(E) \

e P(B)-P(BIA)P(A)+P(B| 7)P(1)




Exercicio 2.18 (b): Teorema de Bayes

¢ Prob. pedida
Invocando o teorema de Bayes, obtemos:
pieipy - SEEEEE
P(P)

[1-P(P| E)] x P(E)
- 1- P(P)
@ (1-05)x0.8
B 1-0.4

P(B|4)P(4)

Alinea (a) P(A|B)=

2
3 P(B|A)P(4)+P(B|4)P(4)



Exercicio Suplementar que nédo consta

do livro Murteira et al (2015)

2.20 Para um certo tipo de cancro a taxa de prevaléncia (proporgao de doentes na popu-
lagao em geral) é 0.005. Um teste diagndstico para esta doenca é tal que:

— a probabilidade do teste resultar positivo quando aplicado a um individuo com
cancro (sensibilidade do teste) é 0.99;

— a probabilidade do teste resultar negativo quando o individuo nao tem cancro
(especificidade do teste) é 0.95.

(a) Calcule o valor preditivo do teste, isto é, a probabilidade de um individuo ter
cancro sabendo que o teste resultou positivo.

(b) Supondo que o teste foi aplicado duas vezes consecutivas ao mesmo doente e
que das duas vezes o resultado foi positivo, calcule a probabilidade do doente
ter cancro (admita que, dado o estado do individuo, os resultados do teste em
sucessivas aplicacoes, em qualquer individuo, sdo independentes). O que pode
concluir quanto ao valor preditivo da aplicacao do teste duas vezes consecuti-
vas?




Exercicio 2.20 (a): Teorema de Bayes

* Quadro de eventos e probabilidades

Evento Probabilidade

C = [paciente com cancro} P(C) = prevaléncia da doenca = 0.005

= {teste positivo} P(T)=?

P(T | C)= sensibilidade do teste = 0.99
P(T|C)= especificidade do teste = 0.95

* Prob. pedida
PCIT) Teolgayes P[Tl;);)P{C}
P(T|C)x P(C)
P(T|C)yx P(C)+ P(T | E] x P[E]
P(T|C)x P(C)
P(T|C)x P(C)+[1-P(T|C)x[1- P(C)]
0.99 = 0.005

0.99 = 0.005+ (1-0.95) = (1-0.005)
0.0905.

c/
0,005 \

0,05 ~
@ c/

P(B|4)P(4)
P(BlA)P(A)+P(B|A}P(A) '

—

P(A4|B)




Exercicio 2.20 (b): Teorema de Bayes

» Prob, pedidas
Ao invocarmos o teorema de Bayes, bem como a independéncia condicional, que se traduz

|C 1L T|C
TIC U TG,

ie.,

PUTiNT3) | C] P(T1|C)x P(T; 1 C)
P(TinT»)|Cl = P(T1|C)xP(T2|C),
o valor preditivo de dois testes aplicados consecutivamente é dado por
Teo.Bayes P(TynT3) | Clx P(C)

PIC| (TN T2 P(TynT) \

x
) PI(TiNT3) |2:[: ;ngjrl;][Tl?ii) |C1x P(C) P(A|B)= P(B|4)P(4) —.
P(B|A)P(A)+P(B|4)P(4)
indep.cond. P(T1|C)x P(Tz | C) x P(C)
- P(Ty | C)x P(T3 | C) x P(C) + P(T} | C) x P(T> | C) x P(C)
P(T; | C) x P(T>| C) x P(C)
P(T1|C)x P(T2 | C)x P(C) +[1- P(T1 | €)1 x [1 - P(Tz | )] x [1 - P(C)]
0.99 x 0.99 = 0.005

0.99% 0.99x 0.005+ (1—0.95) x (1-0.95) % (1 —-0.005)
= 0.6633.

* Comentéirio

O valor preditivo aumentou substancialmente ao aplicarmos dois testes consecutivos.



Obrigada!

Questoes?

¢ o)
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